WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

Zlozonos¢ algorytméw
e Zlozono$¢ pamigciowa algorytmu
wynika z liczby i rozmiaru struktur danych wykorzystywanych w algorytmie.
e Zlozonos$¢ czasowa algorytmu
wynika z liczby operacji elementarnych wykonywanych w trakcie przebiegu algorytmu.

ZEOZONOSC CZASOWA ALGORYTMU - zalezno$é¢ pomiedzy rozmiarem danych wejsciowych a liczba
operacji elementarnych wykonywanych w trakcie przebiegu algorytmu (podawana jako funkcja rozmiaru
danych, ktorej wartosci podaja liczbg operacji)

np.
a) w alg. sortowania babelkowego dla listy o dtugosci NV:
F(N) = liczba poréwnan par sasiednich elementow (?)
b) w alg. rozwiazywania problemu wiez Hanoi dla N krazkow:
F(N) = liczba przeniesien pojedynczego krazka z kotka na kotek (?)
¢) w alg. wyznaczania najdtuzszej przekatnej wielokata wypukiego o N wierzchotkach:
F(N) = liczba poréwnan dtugosci dwoch odcinkdéw-przekatnych (?)
d) w alg. wyznaczania ,,najtanszej sieci kolejowej” dla N weztow sieci i M mozliwych do zbudowania odcinkow:
F(N, M) = liczba poréwnan kosztéw budowy dwoch odcinkow (?).

W praktyce zlozono$¢ czasowa decyduje o przydatnosci algorytmow

Poniewaz
e trzeba rozwiazywac algorytmicznie coraz wigksze zadania:

- w komputerowych systemach wspomagania decyzji,

- przy komputerowych symulacjach i prognozach zlozonych zjawisk.
e rozwijane sa komputerowe systemy czasu rzeczywistego:

- sterujace automatycznie ztozonymi uktadami (transport, produkcja)

Chcemy zmniejszac czas wykonania algorytmu!

Przyklad 1
Normalizacja wektora (tablicy jednowymiarowej) wzglgdem wartosci maksymalnej; dane wejsciowe zapisane w

), "2, ..., (V)

Algorytm 1
1. wyznacz w zmiennej MAX najwigksza z wartosci ;
2. dla/od 1 do N wykonuj :
2.1. () < V(1) - 100 / MAX
Algorytm 2
1. wyznacz w zmiennej MAX najwigksza z warto$ci ;
2. ILORAZ < 100/ MAX ;
3. dla/od 1 do N wykonuj :

3.1. Vi)« V(I)-ILORAZ

Jesli operacja elementarna jest wyznaczenie wartosci iloczynu lub ilorazu dwdch zmiennych,
to Fi(N)=2-N i F;(N)=N+1

Przyklad 2
Wyszukiwanie liniowe elementu z listy o dlugosci N ; dane wejsciowe to lista i element do wyszukania:
Algorytm 1

1. wez pierwszy element listy ;

2. wykonuj:

2.1. sprawdz czy biezacy element jest tym szukanym ;
2.2. sprawdz czy osiagnales$ koniec listy ;
2.3. wez nastgpny element z listy

az znajdziesz szukany element lub przejrzysz calq liste

WSTEP DO INFORMATYKI (6) J.Sikorski Strona 1/8



WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

Algorytm 2
1. dopisz szukany element na koncu listy ;
2. wez pierwszy element listy ;
3. wykonuj:
3.1. sprawdz czy biezacy element jest tym szukanym ;
3.2. wez nastepny element z listy
az znajdziesz ;
4. sprawdz czy jeste$ na koncu listy

Jesli operacja elementarna jest sprawdz , to Fi(N)=2-N i Fp(N)=N+1

Poprawianie zloZonosci algorytmu jest czyms wiecej niz tylko zmniejszaniem czasu jego wykonania!

Jezeli np. poréwnujemy dwa algorytmy wykonujace to samo zadanie za pomoca jednej petli ograniczonej, w
ktorej liczba iteracji NV jest wprost proporcjonalna do rozmiaru danych wejsciowych, to liczby operacji
elementarnych (czasy wykonania) tych algorytméw w funkcji rozmiaru danych wynosza odpowiednio:
Fi(N)=K;+L;-N
F,N)=K;+L,-N
_F(()
F,(N)

do ich poréwnania mozemy wykorzysta¢ iloraz S(N )

i wtedy spetnienie warunkow:
s(N) = 1 oznaczatoby jednakowa szybkos¢ dziatania
s(N) < 1 oznaczaloby, ze 1. algorytm jest szybszy.

Ale zauwazmy, ze s(N) =1 zachodzi tylko wtedy, kiedy K, =K, i L, =L, , co oznacza, ze oba algorytmy sa
praktycznie identyczne.

A co mamy powiedzieé, kiedy s(N)>1dla N<N,, ales(N)<1dlaN>N,.

Ktory algorytm jest lepszy?

Przyjeto, ze porownujac algorytmy badamy warto$¢ ilorazu s(N) dla bardzo duzych wartosci N, czyli formalnie
dla N - oo.

tzw. analiza asymptotyczna.

A
czas wykonania

K, iloraz ﬁ
K, L T
T e
K27 Lz
| rozmiar danych rozmiar danych -
N, N~ N, N~
, , N L (C\ )
Dwa algorytmy o czasach wykonania F;(N) i F»(N) maja ztozono$¢ tego samego rzedu, jesli lim W =C,
N —o0
2
gdzie0 < C<ow
Spehienie takiego warunku oznaczamy | Fi(N)=0(Fy(N)) |

Jesli zachodzi F\(N) = O( Fx(N) ), to takze F(N) = O( Fy(N))

Algorytm o czasie wykonania F(N) ma nie wyzszy rzad zlozonoSci od algorytmu o czasie wykonania F,(N),

. F(N
jesli - lim W) =C <o
N—o© F'2 (N)
Spetnienie takiego warunku oznaczamy | Fi(N)=O0(F5(N))
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Jesli zachodzi jednoczesnie F(N)=O( F5(N)) 1 Fo(N) = O( Fi(N)), to Fi(N)=0O( Fy(N)).
Jesli zachodzi Fi(N) = @( Fy(N) ), to takze F(N)=O( Fx(N)).

e jesli C=0, to algorytm o czasie wykonania F(N) ma nizszy rzad ztozonos$ci (ma lepsza ztozonos¢) od

algorytmu o czasie wyk. F,(N); oznaczamy to symbolicznie | Fi(N) = Fy(N)

F(N)

e algorytm o czasie wykonania F(N) ma zlozono$¢ liniowa, jesli lim ———=C,dla 0<C<w;
N>

ztozono$¢ rzgdu N oznaczana jest symbolem @(V)
(ma on ztozono$¢ co najwyzej liniowa, jesli C <o ; ozn. O(N) ).

F(N)

N2

e algorytm o czasie wykonania F(N) ma zlozono§¢ kwadratows, jesli lim =C,dla 0<C<w;
N>

ztozonos¢ rzedu N * oznaczana jest symbolem @(V %)
(ma on ztozonos¢ co najwyzej kwadratowa, je§li C <o ; ozn. O(N %) ;
zauwazmy jeszcze, ze N < N?).

e sytuacje, w ktorej zachodzi warunek V N : 0 < F(N) < C <o oznaczamy F(N)=0(1) .

Dopiero zmniejszenie rzedu zlozonosci algorytmu jest istotnym ulepszeniem rozwigzania problemu
algorytmicznego!

Jezeli algorytm wykonuje r6zna liczbg operacji elementarnych w zaleznosci od konkretnych danych
wejsciowych (o tym samym rozmiarze) mozemy bada¢ czas wykonania w najgorszym przypadku (czyli
skupiajac si¢ na takich przypadkach dopuszczalnych danych wejsciowych, dla ktorych ta liczba jest najwigksza)
- tzw. analiza najgorszego przypadku lub pesymistyczna.

W przyktadach normalizacji wektora i wyszukiwania liniowego

¢ czas wykonania Algorytmu 1. wynosi Fi(N)=2-N : Fi(N)=O(N)
¢ czas wykonania Algorytmu 2. wynosi Fo(N) =N +1 : F5(N) = O(N)
¢ oba maja pesymistyczny czas wykonania O(N) - moga zdarzy¢ sig takie dane wejsciowe dla wyszukiwania
liniowego, dla ktorych trzeba bedzie przejrze¢ cala listg o dhugosci N
(jest tak, kiedy szukanego elementu nie ma w ogole na liscie)
Czy mozna zaproponowac algorytm o lepszej ztozonosci dla wyszukiwania elementu na liscie?
Szukamy zatem algorytmu o (pesymistycznym) czasie wykonania F(N) < N.

Wyszukiwanie binarne (przez potowienie) elementu z listy uporzadkowane;j:

Yy, Vs, ..., Yy (dlakazdego i <j zachodzi ¥; < Y))

Wez cala liste
wejsciowa

N
14

Czy $rodkowy
element biezacej
listy jest tym
szukanym?

NIE TAK

Wypisz
,,znalaztem”

Czy szukany
element jest mniejszy
od elementu
§rodkowego?

TAK

NIE

Wez pierwsza Wez druga A
potowg listy potowg listy
NIE Czy lista biezaca TAK Wypisz
jest pusta? "l ,nie ma”
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Jesli przyjmiemy, ze operacja elementarna jest pordwnanie elementu szukanego z jednym z elementow listy
(srodkowym), to analiza ztozonosci polega na znalezieniu odpowiedzi na pytanie:
ile razy jest powtarzana w najgorszym przypadku iteracja w algorytmie?

Odpowiedz: 1 +log, N (log, N bedziemy oznaczali g N)

Zatem pesymistyczna ztozono$¢ algorytmu wyszukiwania binarnego wynosi O(Ig V)

(moéwimy, ze algorytm ten ma ztozonos¢ logarytmiczna); IlgN < N

Skala ulepszenia:

N | 1+]IgN |

10 4

100 7

1000 10

10 000 14

1000 000 20

1000 000 000 30

1000 000 000 000 40

1,000 000 000 000 000 50
1,000 000 000 000 000 000 60

O ztozonosci czasowej algorytmu decyduje liczba wykonywanych iteracji

......................

/

Catkowity koszt czasowy w najgorszym przypadku:
F(N)=K; +max(K;,Ky4)+K,-1gN,atooznacza F(N)=0(gN)

Wiasciwosci notacji O(-) ( tzw. rachunek O(-) )

- jesli F(N) jest funkcja ztozonosci algorytmu, to spetnienie warunku lim W = (C <o, jest zapisywane
N> g

F(N) = O(g(N)) ; odczytujemy ,,algorytm ma zlozono$¢ rzedu nie wyzszego niz g(N)”
lub krocej ,,ztozono$¢ algorytmu jest O(g(N))”

- rownos$¢ w zapisie F(N) = O(g(N)) powinna by¢ rozumiana w ten sposob, ze funkcja F(N) jest jedna z
funkcji, ktore spetniaja powyzszy warunek lub precyzyjniej, ze funkcja F(N) nalezy do zbioru wszystkich
funkcji spelniajacych powyzszy warunek

- F(N) = O(F(N)),
- O(0@gV) = O(g(N)),
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- CO(g(V) = O(C-g(N)) = O(¢(N) (dla dowolnego 0 < C < c0),

X<1 A

[x<x+1] T o)

v O(g(N)+h(N))
O(h(N))

. jesli zachodzi 1imL]]:g=0, cayli g(V) < h(N),

N—>o (

to O(g(N)) + O(A(N)) = O(g(N) + h(N)) = O(h(N))
- O@E) - O(A(N)) = O(g(N) - h(N)) = g(N) - O((N)) = h(N) - O(g(N)),

- O(N-g(N)) 7~ O(h(N)-g(N))

/

- przy analizie zlozonosci w najgorszym przypadku (dla warunku zaleznego od danych wejsciowych)
zachodzi:

Czy
warunek W jest T
spetniony?

. O(g(N) , jesli h(N) < g(N)
O(h(N)) , jesli g(N) = O(h(N))

4

O(H(N))
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Zlozonos¢ czasowa przykladowych algorytméw

e sortowanie babelkowe w pierwotnej wersji (zagniezdZone iteracje):

1. wykonuj co nastgpuje N - 1 razy:
1.1. v
1.2. wykonuj co nastepuje N - 1 razy:
1.2.1. ..
Calkowity koszt czasowy w najgorszym przypadku wynosi z doktadnoscia do statych:
(N—=1)-(N-1)=N?-2N+1; 1 < 2N < N?, czyli ztozono$é jest O(V?)

e sortowanie babelkowe ulepszone (coraz krotsze przebiegi):
Calkowity koszt czasowy w najgorszym przypadku wynosi:
(N-1D)+N-2)+(N-3)+...+2+1=0,5N?—0,5-N, czyli takze ztozonos¢ jest O(NV?)

e sumowanie zarobkow pracownikow - ztozonos¢ O(N)
e znajdowanie najwiekszej przekatnej w wielokacie wypuktym metoda naiwna - ztozonosé O(N?)

e znajdowanie najwigkszej przekatnej w wielokacie wypuktym metoda jednokrotnego obiegu z parg prostych
réwnoleglych - ztozonos¢ O(N)

e rekurencyjny algorytm dla problemu wiez Hanoi

procedura przenies N ;
1. jesli N = 1, to wypisz ruch i koniec;
2. w przeciwnym razie (tj. jesli N > 1) wykonaj co nastgpuje:
2.1. wywolaj przenies N -1 ;
2.2. wypisz ruch ;
2.3. wywolaj przenies N —1 ;
Oznaczmy nieznany koszt czasowy przez T(N) i ulézmy réwnania, ktdre 7T(N) musi spetnia¢ (tzw. réwnania
rekurencyjne):

m=1
T(N)y=2-T(N-1) +1
Spetnia je koszt T(N) = 2" — 1, czyli ztozonos¢ jest O(2")

e sortowanie drzewiaste bez samoorganizacji drzewa:
ma pesymistyczna (w najgorszym przypadku) ztozonos¢ O(V?), bo wprawdzie lewostronne obejécie drzewa
ma ztozonos¢ liniowa O(V), ale konstrukcja binarnego drzewa poszukiwan ma pesymistyczna ztozonosc¢
kwadratowa

4

[7[1s]i2[un] s [1o] :(> @Z

e sortowanie drzewiaste z samoorganizacja drzewa:

ma ztozonos¢ O(NV-1g N) , co daje wyrazng poprawg sprawnosci algorytmu sortowania w poréwnaniu z
algorytmem babelkowym

N N? N-IgN

10 100 33

100 10 000 664

1000 1 000 000 9 965

1000 000 1000 000 000 000 19 931 568
1000 000 000 | 1 000 000 000 000 000 000 | 29 897 352 853

e sortowanie przez scalanie (rekurencyjne):

procedura sortuj-listg L,
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—_—

jesli L zawiera tylko jeden element, to jest posortowana;
2. w przeciwnym razie wykonaj co nastgpuje:

2.1. v

2.2. wywolaj sortuj-liste potowa L ;

2.3. wywolaj sortuj-liste potowa L ;

2.4, scal posortowane potowy listy L w jedna posortowana listg;
Oznaczmy nieznany koszt czasowy przez T(N) i ulézmy réwnania rekurencyjne, ktore 7(NV) musi spetniaé:
(1)=0

TWN)=2-T7T(0,5-N)+ N
Spetnia je koszt T(N) = N - 1g N, czyli ztozonos¢ jest O(N - Ig N)
Sortowanie przez scalanie jest jednym z najlepszych algorytméw sortowania (cho¢ ma nie najlepsza
ztozonos$¢ pamigciowa O(N) )

Srednia zlozonos$¢

Analiza najgorszego przypadku lub analiza $redniego przypadku

W analizie $redniego przypadku istotng rolg odgrywaja zatozenia o rozktadzie prawdopodobienstwa w zbiorze
dopuszczalnych danych wejsciowych.

algorytm Sredni przyp. | najgorszy przyp.
sumowanie zarobkow O(N) ON)
sortowanie babelkowe OV ON?)
sortowanie drzewiaste z samoorganizacja drzewa ONVIg N) OowW-Ig N
sortowanie przez scalanie O(NVIg N) OowWV-Ig N)
Quicksort ONIg N) ON?)

Sredni koszt czasowy algorytmu Quicksort wynosi tylko 1,4-N -lg N
Dolne i gérne ograniczenia zlozonoS$ci problemoéw algorytmicznych
Czy mozna skonstruowac jeszcze lepszy algorytm?

e zlozono$¢ poprawnego algorytmu znajdujacego rozwiazanie danego problemu ustanawia gérne
ograniczenie zlozonosci dla tego problemu.

e dolne ograniczenie ztozonosci problemu (otrzymane w wyniku analizy samego problemu) okresla
zakres dalszej poprawy rzedu ztozonosci algorytmow rozwiazujacych ten problem

S (o]

Algorytm dla problemu P
o zlozonosci OV %)

- Loomama]

Algorytm dla problemu P
o zlozonosci OV %)

Gorne ograniczenia dla
ztozonosci problemu P

Najsprawniejsze ZYozono$¢ czasowa
rozwiqzanie problemu wilasciwa problemowi P (?)

Dowdd, ze kazdy algorytm
bedacy rozwigzaniem
problemu P ma ztozono$é
co najmniej @(N-1g N)

o
Dowdd, ze kazdy algorytm
bedacy rozwiagzaniem
problemu P ma zlozono$¢
co najmniej @(V)

G uscislenie

Dolne ograniczenia dla
ztozonosci problemu P

Problemy zamknigte i luki algorytmiczne

| problem | dolne ogr. | gorne ogr. |
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przeszukiwanie listy nieuporzadkowanej O() O(N)
przeszukiwanie listy uporzadkowanej Qg N) O(lg N)
sortowanie OWVIgN) | OWVIgN)
wyznaczanie najtanszej sieci kolejowe;j W) O(fAN)-N) "

! AAN) - bardzo wolno rosnaca funkcja, np. dla N = 64 000 ma warto$é 4

I:l - problem zamknigty I:l - problem z luka algorytm.

Przyklad analizy ztozonosci algorytmu

Problem wyznaczania powtoki wypuktej dla zbioru N punktoéw na ptaszczyznie:

e algorytm ,,naiwny” ma zlozono$é O(N *);
trzeba dla kazdego z N punktow dobiera¢ pozostate N—1 do pary, ktéra wyznacza prosta i dla kazdej z tych
prostych sprawdzi¢ czy N-2 punkty leza wszystkie po tej samej stronie prostej.

e algorytm o nizszej ztozonosci (?):

znajdz punkt ,,najnizej” potozony - P ;

2. posortuj pozostate punkty rosnaco wedtug katow tworzonych przez odcinki PP, z linig pozioma
przechodzaca przez P, - powstanie lista Ps, ... ,Py;

3. dotacz do powtoki punkty P, 1 P; ;
4. dla J od 3 do N wykonuj ;
4.1. dotacz do powtoki punkt Py ;
4.2. cofajac sig¢ wstecz po odcinkach aktualnej powtoki, usuwaj z niej te punkty Py , dla ktorych

prosta przechodzaca przez Px i P, przecina odcinek PP, , az do napotkania pierwszego
punktu nie dajacego si¢ usunac ;

krok 2. kolejne iteracje w kroku 4.

14
.

Podsumowanie ztozonosci algorytmu krok po kroku:

Krok 1. ow) (wybor pierwszego)
Krok 2. O(VIg N) (sortowanie)
Krok 3. 0o@1) (dotaczenie 1 odcinka)
Krok 4. OoV) (dotaczanie z usuwaniem)
Razem O(V+tN-1g N+1+N) = O(N-Ig N)
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