Ziozonosc¢ algorytmow

Ztozonos¢ pamieciowa
- liczba i rozmiar struktur danych wykorzystywanych w
algorytmie
ZtozonoSC czasowa

liczba operacji elementarnych wykonywanych w trakcie
przebiegu algorytmu
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Zilozonos¢ algorytmow - Dokiladniej

U
ZtOZONOSC CZASOWA ALGORYTMU - zalezno$¢ pomiedzy liczbg
operacji elementarnych wykonywanych w trakcie przebiegu algorythqu
a rozmiarem danych wejsciowych (podawana jako funkcja rozmiaru
tych danych)
np.
sortowanie babelkowe: RAN) = ?, gdzie N jest dtugosciq listy
algorytm rozwigzywania problemu wiez Hanoi: AN) = ?, gdzie
N jest liczba krazkow
wyznaczanie minimalnego drzewa rozpinajacego: AN,M) = ?,
gdzie N jest liczbg wierzchotkdw a M - liczbg krawedzi w grafie
(sieci potaczen)
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Co to znaczy w praktyce?

W praktyce zlozonosc czasowa decyduje o przydatnosci
algorytmow
Poniewaz:

jest mitem stwierdzenie, ze komputery sg tak szybkie, ze czas nie

stanowi problemu (rozktad na czynniki pierwsze duzych liczb - 300 cyfr
- wymaga milionow lat)

potrzebne jest rozwigzywanie coraz wiekszych problemow:
komputerowe systemy wspomagania decyzji
komputerowe symulacje i prognozy

muszg funkcjonowac systemy komputerowe czasu
rzeczywistego

automatyczne sterowanie w ztozonych ukfadach
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Zmniejszanie czasu wykonania

Normalizacja wartosci w tablicy jednowymiarowej (wektorze)
wzgledem maksimum:

Dane: V(1), V(2), ..., V(N)
Algorytm 1
1. wyznacz w zmiennej MAX najwieksza z wartosci ;
2. dlalod1doN wykonaj:
2.1. V(I) - V(I) 0100 / MAX
Algorytm 2
1. wyznacz w zmiennej MAX najwieksza z wartosci ;
2. ILORAZ — 100/ MAX;
3. dlalod1doN wykonaj:
3.1. V(I) « V(I) OILORAZ
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Zmniejszanie czasu wykonania

Wyszukiwanie liniowe elementu z listy o dtugosci N:
Algorytm 1
1. wez pierwszy element listy ;

2. wykonuj:
2.1. sprawdz czy biezacy element jest tym szukanym ;
2.2. sprawdz czy osiggnates koniec listy ;
2.3. wez nastepny element z listy

az znajdziesz lub przejrzysz catj liste
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Zmniejszanie czasu wykonania

Wyszukiwanie liniowe elementu z listy o dtugosci N:
Algorytm 2

1. dopisz szukany element na koncu listy ;

2. wez pierwszy element listy ;

3. wykonuj:
3.1. sprawdz czy biezacy element jest tym szukanym ;
3.2. wez nastepny element z listy

az znajdziesz ;
4. sprawdz czy jestes na koncu listy
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Poprawianie zlozonosci algorytmu

Poréwnujemy dwa algorytmy wykonujace to samo zadanie za
pomocgq jednej iteracji ograniczonej (liczba iteracji N wynika
jednoznacznie z rozmiaru danych wejsciowych)
czasy wykonania algorytmow w funkcji rozmiaru danych wynosza:
F(N) =K, + L, ON
F(N) =K, +L ON
do ich porownania mozemy wykorzystac iloraz:
F(N)
F,(N)
wtedy s(NV) = 1 oznacza jednakowgq szybkosc dziatania
(ale tylko wtedy jest to mozliwe, gdy K, = K, iL; =L,)
S(N) < 1 oznacza, ze 1 algorytm jest szybszy
(ale dla pewnych N moze zachodzi¢ s(NV) > 1)

S(N):
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Poprawianie zlozonosci algorytmu

Gdyby zatozyc, ze interesujq nas tylko zadania o rosnacych
rozmiarach (/N - ), to o relacji pomiedzy algorytmami powinna

decydowac wartosc

e
Ky Lo

WYK%
F

rozmiar danych

N
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Notacja O

Dwa algorytmy o czasach wykonania F,(N) i F,(N) majg ztozonos¢
tego samego rzedu, jesli ,

. (N) _
zlvlil}o F,(N) =C gdzie0 < C< o

jesli C = 0, to algorytm o czasie wykonania £, (/) ma nizszy rzad
ztozonosci (ma lepszg ztozonosc)

jesli C = oo, to algorytm o czasie wykonania £ (V) ma wyzszy rzad
ztozonosci (ma gorszg ztozonosc)
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Notacja O

Algorytm o czasie wykonania A/N) ma ztozonosc liniowa, jesli
lim LN) =C
Now N

Ztozonosc rzedu N oznaczana jest symbolem AN) = O(N)

(0 < C<w);

Alglorytm 0 czasie wykonania ANV) ma ztozonosc¢ kwadratowa,
jesli
lim F(];[) =C
Voo N (0 < C< m);

Ztozonosc rzedu N2 oznaczana jest symbolem AN) = O(N 2)

Dopiero znalezienie algorytmu o nizszym rzedzie ztozonosci
jest istotnym ulepszeniem rozwigzania danego zadania
algorytmicznego!
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Wiasciwosci notacji O(y

zapis F(N) = O(g(N)) oznacza spetnienie warunku (0 < C< ); i
mozna go odczytywac “algorytm ma ztozonosc rzedu g(NV)” lub
“czas wykonania algorytmu jest X(g(N))”,

rownosc w zapisie F(N) = O(g(N)) powinna by¢ rozumiana w ten
sposob, ze funkcja F(N) jest jedng z funkgji, ktore spetniajq
powyzszy warunek lub precyzyjniej, ze nalezy do zbioru wszystkich
funkgcji spetniajacych powyzszy warunek
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Wiasciwosci notacji O(y cd

F(N) = O(F(N)),
O(O(g(N))) = O(g(N)),

cO®(g(N)) = O(g(N)) (dla 0 < ¢ < m),

O(g(N)) + O(h(N)) = O(g(N) + h(N)),

O(g(N)) TO(h(N)) = O(g(N) Ch(N)) = g(N) LO(h(N)) = h(N) O
O(g(N)),

jesli zachodzi, lim 5

to O(g(N)) + O(h(N)) = O(g(N) + h(N)) = O(h(N)),

w wielu ksigzkach to, co tutaj oznaczane jest symbolem O(g(N))
oznaczane jest ©(g(N)) (theta)
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Ulepszanie rzedu wielkosci

Jesli algorytm wykonuje rozng liczbe iteracji w zaleznosci od
konkretnych danych wejsciowych mozemy badac czas jego
wykonania w najgorszym przypadku.

czas wykonania Alg. 1 dla wyszukiwania liniowego F(N) =2 ON
czas wykonania Alg. 2 dla wyszukiwania liniowego F,(N) = N

oba majg pesymistyczny czas wykonania O(N) - mogg zdarzyc¢ sie
takie dane wejsciowe, dla ktorych trzeba bedzie przejrzec cata liste
o dtugosci N
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Ulepszanie rzedu wielkosci

Czy mozna zaproponowac
algorytm o lepszej ztoZonosci?

Wez calq liste
wejsciowa

Wyszukiwanie binarne elementu
z listy uporzadkowanej:

Yy Yor eer Yy

(dla kazdego / < jzachodzi Y;< V)

TAK

NIE

Czy szukany

element jest mniejszy

od elementu

srodkowego?

Wez pierwsza
polowe listy

Czy srodkowy

element biezacej

listy jest tym
szukanym?

NIE

Wez druga
potowg listy
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NIE Czy lista biezaca TAK

jest pusta?

TAK

v

Wypisz
,,zhalaztem”

stop

Wypisz
,,nie ma”




Ulepszanie rzedu wielkosci

Ile razy jest powtarzana w najgorszym przypadku iteracja w
algorytmie? Odpowiedz: 1 + log, NV

W najgorszym przypadku ztozonosc¢ algorytmu wyszukiwania
binarnego wynosi O(log , N)

logz 0 0

Poniewaz

czyli algorytm wyszukiwania binarnego ma ztozonos¢ o rzad nizsza
od prostego wyszukiwania, ale ma zastosowanie tylko dla list
uporzadkowanych
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O ile lepiej ?

Skala ulepszenia: N | 1+|log,N]
10 4

ol 100 7

1000 10

‘- 10 000 14

1 000 000 20

1 000 000 000 30

1 000 000 000 000 40

1 000 000 000 000 000 50

1 000 000 000 000 000 000 60
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Jak szacowac?

Catkowity koszt czasowy w

najgorszym przypadku: | ’ e

K, + max(Ks , K, ) + K, Olog, [Kosztks | ) :

N 3 »o(2) e |

Nie ma znaczenia stafa liczba r R0 R

operacji podstawowych ¥

wykonywanych w kazdym

kroku iteracji — wystarczy do I

zliczania wybrac taka, ktdra jest < >

wykonywana w kazdym kroku 1

oy, e | — @8- )

Koszt K | 4

A

M.Rawski Wstep do Informatyki



Jak szacowac? cd

Catkowity koszt czasowy w najgorszym przypadku:
K, + max( K5, K, ) + K, Olog, N
Nie ma znaczenia stata liczba operacji podstawowych

wykonywanych w kazdym kroku iteracji — wystarczy do zliczania
wybrac taka, ktora jest wykonywana w kazdym kroku raz.

O ztozonosci algorytmu decyduje liczba wykonywanych
iteracji
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Przykiady...

sortowanie bagbelkowe w pierwotnej wersji (zagniezdzone
iteracje)
1. wykonaJ co nastepuje V- 1 razy:
1.1. ...
1.2. wykonaJ co nastQpUJe N -1 razy:
1.2.1. e )
Catkowity koszt czasowy w najgorszym przypadku wynosi z

dokfadnoscig do statych: (N-1) O(N-1) = N2-2N+1 ;
N2 jest skltadnikiem dominujacym, czyli ztozonosc jest O(N?2)

sortowanie bagbelkowe ulepszone

Catkowity koszt czasowy w najgorszym przypadku wynosi:
(N-1)+(N-2)+ (N-3)+...+2+1=0,50/N2-0,5WV, czyli
mniej,

w.rale nadal ztozonosc pozoﬂ:qle O(N? atyk



Przykiady...

sumowanie zarobkow pracownikow - ztozonos¢ O(N)

sumowanie zarobkow pracownikow zarabiajacych wiecej od swych
bezposrednich przetozonych - ztozonos¢ O(N?2)

znajdowanie najwiekszej przekatnej w wielokacie wypuktym metodq
naiwng - ztozonos¢ O(N?2)

znajdowanie najwiekszej przekatnej w wielokacie wypuktym metodq
obrotu prostych rownolegtych - ztozonos¢ O(N)
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Przykiady...

rekurencyjny algorytm dla wiez Hanoi:

procedura przenies N ;
1. jesli N =1, to wypisz ruch i koniec;
2. W przeciwnym razie (tj. jesli N > 1) wykonaj co nastepuije:
2.1.  wywolaj przenies N - 1 ;
2.2.  wypisz ruch ;
2.3. wywolaj przenies N -1 ;
Oznaczmy nieznany koszt czasowy przez 7(N) i utézmy rownania, ktore
musi spetniac - tzw. rownania rekurencyjne:

mM)=1
TN) =2 0T7M1) +1
Spetnia je koszt 7{N) = 2V - 1, czyli Ztozonosc¢ jest O(2N)
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Przykiady...

sortowanie drzewiaste (bez samoorganizacji drzewa): @

4

7115

12

lewostronne obejscie drzewa ma ztozonosc liniowg

11810C> @

ma pesymistyczng ztozonos¢ O(N2), bo wprawdzie
./
JO

O(N), ale konstrukcja binarnego drzewa poszukiwan ma
ztozonosc¢ kwadratowa (w najgorszym przypadku)

sortowanie drzewiaste (z samoorganizacjg drzewa):
ma ztozonos¢ O(N Olog N) , co daje wyrazng poprawe
sprawnosci algorytmu

M.RawskKki

Skala N N? N Olog N
ulepszenia:

10 100 33

100 10 000 664

1 000 1 000 000 9 965

1 000 000 1 000 000 000 000 19 931 568

1 000 000 000 | 1 000 000 000 000 000 000 | 29 897 352 853
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Przykiady...

sortowanie przez scalanie (rekurencyjne):

procedura sortuj-liste L,
1.jesli L zawiera tylko jeden element, to jest posortowana;
2.W przeciwnym razie wykonaj co nastepuje:
2.1, e )
2.2. wywotaj sortuj-liste pofowa L ;
2.3. wywotaj sortuj-liste pofowa L ;
2.4. scal posortowane potowy listy L w jedng posortowana liste;
Oznaczmy nieznany koszt czasowy przez 7{N) i utézmy réwnania

rekurencyjne, ktdre musi spetniac:

m) =0

M)=20T70,50MN+ N
Spetnia je koszt 7{N) = N Olog N, czyli ztozonosc jest O(N Olog N)
Sortowanie przez scalanie jest jednym z najlepszych algorytmow
sortowania (cho¢ wymaga obszaru pamieci rosnacego jak O(N) )
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Srednia zlozonos¢

Analiza najgorszego przypadku /ub analiza Sredniego przypadku

W analizie Sredniego przypadku istotng role odgrywajq zatozenia o
rozkladzie prawdopodobienstwa w zbiorze dopuszczalnych

danych wejsciowych.

Algorytm sredni przyp. | najgorszy

przyp.

sumowanie zarobkow O(N) O(N)

sumowanie zarobkow z szukaniem O(N?) O(N?)

bezp. Kierownikow

sortowanie babelkowe O(N?) O(N?)

sortowanie drzewiaste z O(N Olog N) [ O(N Olog N)

samoorganizacja drzewa

sortowanie przez scalanie O(N Olog N) [ O(N Olog N)

Quicksort O(N Olog N) O(N?)

Sredni koszt czasowy algorytmu Quicksort - 1,4 N'log, N

M.RawskKki
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Czy mozna skonstruowac jeszcze
lepszy algorytm?

Kazdy poprawny algorytm znajdujacy

rozwigzanie danego problemu

ustanawia dla niego gorne Gorne ograniczenia dla
ograniczenie ztozonosci.

Mozliwosci dalszej poprawy rzedu
z’roZo_nosci. algorytmu bedgcego Najsprawnicjsze
rozwigzaniem problemu wyznacza rozwiazanie problemu

dolne ograniczenie!
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ztozonosci problemu P

Dolne ograniczenia dla
ztozonosci problemu P
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~*

Algorytm dla problemu P
o ztozonosci O(N )

~>

Algorytm dla problemu P
o ztozonosci O(N ?)

Z10zono$¢ czasowa

wlasciwa problemowi P
?

Dowadd, ze rozwigzanie
problemu P kosztuje co
najmniej O(N Olog N)

i

Dowdd, ze rozwiazanie
problemu P kosztuje
co najmniej O(N)

s »




Problemy zamkniete i luki

algorytmiczne
problem dolne ogr. gorne ogr.
przeszukiwanie listy nieuporzadkowanej O(N) O(N)
przeszukiwanie listy uporzadkowanej O(log N) O(log N)
sortowanie O(N Olog N) | O(N Olog N)
minimalne drzewo rozpinajace O(N) O(f(N) ON) *

* AN) - bardzo wolno rosnaca funkcja, np.
dla N=16 ma wartos¢ 3
dla N=64000 ma wartos¢ 4

dla N= znacznie wiecej niz liczba czastek we wszechswiecie ma
wartosc 5
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Przykiad analizy ztozonosci algorytmu

Problem odgradzania Spigcych tygrysow:
algorytm “naiwny” ma ztozonos¢ O(N 3)
algorytm o znacznie lepszej ztozonosci:

1.znajdz punkt “najnizej” potozony - P, ;
2.posortuj pozostate punkty rosngco wedtug katow tworzonych przez
odcinki z linig poziomag przechodzaca przez P, - powstanie lista P, ... ,Py;
3.dotacz do powtoki punkty P, i A, ;
4.dla Jod 3 do Nwykonuj ;

4.1.dotacz do powtoki punkt P; ;

4.2.cofajac sie wstecz po odcinkach aktualnej powtoki, usuwaj z niej te
punkty P, dla ktérych prosta przechodzaca przez P, i P, przecina
odcinek , az do napotkania pierwszego punktu nie dajacego sie usungc ;
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Przykiad

krok 2. kolejne iteracje w kroku 4.
7 11
9 11
6 14 /
10 /
13 30 '. 13 ‘14
8
4
12
3 15 ¢12
o 15
1
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Podsumowanie czasu wykonania

Krok 1. O(N)
Krok 2. O(N UOlog N)
Krok 3. O(1)
Krok 4. O(N)
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Razem O(N Clog N)
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